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Teorema de Bayes

P(par¥dat) = P(dat¥par) P(par) / P(dat)
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P (dat¥2g es la probabilidad clasica

..........................................

P(A|B) se puede interpretar como, tomando los mundos en los que B se
cumple, la fraccién en los que también se cumple A.
(http://es.wikipedia.org/wiki/Probabilidad_condicionada)

P_a_priori es la probabilidad asociada a los parametros que se conoce
previamente.

P_a_posteriori es la probabilidad de obtener cierto parametro cuando se han
encontrado ciertos datos

f_verosimilitud es la probabilidad de encontrar los datos dado cierto
parametro y describe los datos encontrados cuando se ha considerado un
modelo con ciertos pardmetros

Como P(dat|theta) es la probabilidad clasica, podemos ver al Teorema de
Bayes como una correccién de la probabilidad clasica que incluye
informacion sobre la informacién previa P(par) que se tiene sobre el modelo.




Bayesianos vs. Frecu\entistas
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El enfoque bayesiano permite definir la probabilidad de que el intervalo
resultante contenga la media.

En cambio, el enfoque frecuentista sélo puede dar la proporcién de
intervalos que contendran la media real cuando cada uno de estos se
construye con una muestra aleatoria diferente y considerando varias
repeticiones del muestreo.

Mas informacion en, por ejemplo:
http://www.statisticalengineering.com/frequentists_and_bayesians.htm




Ejemplo: razonamiento bayesiano
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Existen varios estudios que indican que solamente un 15% de los doctores
obtienen la respuesta correcta para este problema.

http://yudkowsky.net/rational/bayes




Ejemplo: razonamiento bayesiano
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Este es un ejemplo de cémo el acercamiento metddico inherente al método
bayesiano nos ayuda a conceptualizar las conclusiones estadisticas de un
problema determinado. Adicionalmente, este método permite la inclusion de
informacion previa.




Bayes: representacion gréafica
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Como vemos en la figura, la probabilidad a posteriori (rojo) queda definida
en base a la probabilidad a priori (verde) y la probabilidad clasica (azul) que
describe la distribucion de los datos en nuestro experimento.

En este caso en particular las distribuciones son normales pero el caso
general presentara una construccion similar.

La diferencia en posicion y anchura entre la probabilidad a posteriori y la
probabilidad clasica ejemplifica el impacto que tiene incluir informacion a
priori en un analisis.




Estimacion estadistica
en SPM

Clasica:

» ¢ Con qué frecuencia encontrariamos estos
datos si no se hubiera dado la activacion?

Bayesiana:

 ¢Cual es la probabilidad de obtener estos

parametros, dados los datos obtenidos?

Estimacion Bayesiana: a diferencia de la clasica, corresponde a lo que
queremos saber en un experimento.

La comparacion entre los dos métodos se puede establecer en los
siguientes términos:

Estimacién Clasica: enunciados probabilisticos acerca de los datos, dado un
modelo arbitrario (hipétesis nula).

Estimacién Bayesiana: enunciados probabilisticos sobre los parametros de
un modelo cualquiera, dados los datos.




Estimacion estadistica
en SPM

Clasica: B EEE E B
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3 parametro que especifica la contribucién, a los datos observados, de las
columnas de la matriz de disefio experimental.

Con la estimacion clasica NO podemos inferir que una causa NO produce
una respuesta.

En el caso de SPM, el uso de la estadistica clasica equivale a utilizar la
estadistica bayesiana cuando no se tiene informacion a priori y limitAndonos
a comprobar la falsedad de un tnico modelo: la hipotesis nula.




Estimacion estadistica
en SPM
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El P.P.M. (Mapa de Probabilidad a Posteriori) es equivalente a un S.P.M.
(Mapa Paramétrico Estadistico) al que se le afiade informacion previa.

Uno de los problemas del S.P.M. es que la probabilidad P, calculada para
un voxel cualquiera, cambia su valor al cambiar la regiéon de estudio que
contiene al voxel. En cambio, un P.P.M. presenta la misma probabilidad por
voxel independientemente del tamafio de la region considerada.

El S.P.M. también es problematico pues al incrementar el tamafio de la
muestra (Mas sesiones 0 mas sujetos) aumenta también la probabilidad de
que un efecto pequefio sobreviva.

Mas informacion: Classical and Bayesian inference. Capitulo 17. Human
Brain Function 2da edicion.

En P.P.M. podemos definir un umbral que determine qué voxels tienen
efectos relevantes.

En cambio, con S.P.M. puede pasar 1) que un voxel sobreviva al umbral por
presentar un efecto relevante con varianza considerable o 2) que el voxel
gue sobrevive presente un efecto pequefio con poca varianza.

Asi mismo, la inferencia bayesiana es mas especifica que la clasica,
siempre y cuando la informacién a priori no tenga una varianza demasiado
grande.

http://www.fil.ion.ucl.ac.uk/spm/doc/mfd/2007/MfDweb.htm
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Estimacion estadistica
en SPM

¢, COmo incluimos la informacion previa en SPM?

SPM utiliza simplificaciones del método bayesiano para P.P.M.

Por ejemplo, en el Método Bayes Variacional se obtienen
restricciones a priori al requerir la suavidad de la activacion

6 1\

El método bayesiano completo requiere tanto esfuerzo de computo que es
inviable.

Por lo anterior, SPM utiliza simplifiaciones del método bayesiano, tanto para
la inferencia de ler nivel como para la de 2do.
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Estimacion estadistica
en SPM

¢, COmo incluimos la informacion previa en SPM?

SPM utiliza simplificaciones del método bayesiano para P.P.M.
Otro ejemplo: en el Método Bayesiano Empirico la informacién
a priori es estimada a partir del conjunto de voxels:

El método utilizado por SPM en la estimacién de 2do nivel es bayesiano,
pero es una version simplificada: el Método Bayesiano Empirico. La
informacion a priori que restringe los valores Rpara cada voxel proviene de
considerar la activacion en cuestion para todo el conjunto de voxels.
Podemos decir también que la variacion de una determinada (3 tomando en
cuenta todos los voxels, puede ser usada como la varianza (ancho) de la
distribucion a priori para cada voxel. O, en otras palabras, que la variacion
del promedio de los efectos de todos los voxeles se utiliza como la
distribucion a priori para cada uno de ellos.
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Bayes en SPM

Posibilidades de estimacion en SPM5:
« Clasica, 1°"y 2% nivel
» Bayesiana 1°" nivel (Bayes Variacional)

« Bayesiana 2% nivel (Bayes Empirico)

De la Ayuda del software y Manual de SPM:

En SPM existen tres procedimientos de estimacion para modelos fMRI:
1) Estimacion clasica de modelos de ler o 2do nivel

2) Estimacion Bayesiana de modelos de ler nivel (Bayes Variacional)
3) Estimacion Bayesiana de modelos de 2do nivel (Bayes Empirico)

Para usar la opcién 3) “Bayesian 2nd-level” el modelo debe haber sido
estimado previamente con la opcion “Classical” (version ReML).

La opcion 2) “Bayesian 1st-level” puede ser utilizada directamente, sobre
imagenes no suavizadas . (El analisis bayesiano estima, a partir de los
datos, la informacion que se utiliza para calcular la probabilidad a priori. Esto
gracias a la suposicion de que la sefial posee cierta regularidad en el
espacio. De esta manera el suavizado no es necesario.)
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. .
Bayes en SPM: 1er nivel
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Dada la larga duracién de los analisis con la opcion Bayes, una opcién
recomendable es analizar sélo una fraccion de las laminas (slices) de
nuestras imagenes. Esto es posible cuando hemos detectado previamente
las regiones de activacion (gracias a la bibliografia o a un analisis previo con
estadistica clasica). La seleccion de imagenes es posible al optar por Slices

en vez de Volume dentro del apartado Analysis Space.
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Umbral de tamano de efecto
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Para construir un P.P.M. definimos una prueba que decide qué véxeles
presentan activacion. Esta prueba consiste en calcular para cada uno de
ellos la probabilidad de sobrepasar un cierto nivel de activacion (gamma).
Dicha probabilidad queda ilustrada por el area bajo la curva en la figura.

Este umbral, llamado de tamafio de efecto se especifica en términos de la
escala de la funcion base (HRF). Tipicamente, el pico de HRF toma como
valor 0.21. El valor umbral correspondiente al 1% es 1/0.21 = 4.75 (Capitulo
29. Seccion 29.4.3. Manual de SPM5.)

Nota: En contradiccion con lo anterior, en la seccion 28.4.3 sobre inferencia
se dice que el effect size threshold es simplemente el porcentaje de la
activacion media de todo el volumen, sin importar la escala tipica de
activacion.
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Umbral de probabilidad
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Para cada voxel se tiene una probabilidad acumulada sobre un cierto

parametro gamma, que identificamos como el area bajo la distribucion P(q).

Como vemos en la figura, hay voxeles que cumplen con la condicién
impuesta de sobrepasar, por ejemplo, el 95% de probabilidad (izquierda) y
voxeles que no la cumplen (derecha). En el mapa final se asignan colores
Unicamente a los voxeles que presentan activacion.
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S.P.Mvs. P.P.M. fMRI, 1er nivel

Como vemos en las imagenes, las activaciones dadas tanto por Bayes
como por el método clasico, son aproximadamente iguales. No debemos
perder de vista que aqui se comparan dos tipos de estadistica que poseen
distintos tipos de umbrales, por lo que no es posible decir, por ejemplo, si
uno es mas eficiente que el otro. En otras palabras, no existe una
transformacion que nos diga algo asi como “un umbral en p del 95% para el
caso bayesiano corresponde a un umbral T dado en el caso clasico”. La
comparacion en base a estas imagenes es arbitraria y por lo tanto no es una
muestra de superioridad de ninguno de los métodos.

Aunqgue en esta diapositiva vemos que el mapa generado con estadistica
bayesiana, el P.P.M., presenta una activacion que no aparece en el SPM,
ésta es una excepcion, asi que no debemos quedarnos con la idea de que
el método bayesiano puede descubrir activaciones que no aparecen con el
método clasico.
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Bayes en SPM: 2do nivel

De la Ayuda de SPM5 para la opcion “Bayesian 2nd-level”:

Bayesian estimation of 2nd level models.

Use of the global shrinkage prior embodies a prior belief that, on average
over all voxels, there is no net experimental effect. Some voxels will respond
negatively and some positively with a variability determined by the prior
precision. This prior precision can be estimated from the data using
Empirical Bayes.
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S.P.Mvs. P.P.M.

fMRI, 2do nivel

Una gran ventaja de los mapas de probabilidad a priori (P.P.M.) es que su
interpretacién cobra un sentido fisioldgico, de facil interpretacion, al
considerar que el umbral de tamafio de effecto (0.22 en la imagen) es el
limite inferior que podemos determinar para el porcentaje de activacion (en

comparacion con el tamafio tipico de la sefal).

En cambio, en el caso de los mapas estadisticos paramétricos (S.P.M.) la
interpretacion es menos intuitiva: las “activaciones” corresponden a regiones
en las que podemos decir que la hipétesis nula es poco probable (la
hipotesis nula dice que los estimulos utilizados no causan activacion

alguna).
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Limitaciones

La opcion Bayes es inviable como método habitual debido a su alto coste
computacional. Sin embargo, es aconsejable utilizarla una vez hayamos
terminado el analisis clasico y asi poder generar un reporte mas accesible
que incluya la probabilidad bayesiana.

La estadistica bayesiana proporciona, de manera natural, lo que podria ser
un estandar en la presentacion de resultados. Desgraciadamente, existe
una fuerte inercia que nos lleva a expresar los resultados con la
terminologia clasica aun sabiendo de la problematica que ésta conlleva.

Es importante reconocer que el andlisis bayesiano normalmente no
incrementa nuestro conocimiento sobre un experimento dado. En otras
palabras, las activaciones no seran mas intensas que las dadas por el
meétodo clasico. Sus grandes ventajas son el tener una interpretacion mas
intuitiva y la posibilidad de incluir informacién previa sobre los parametros a
estudiar.
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