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Para cualquier comentario o pregunta: cstephanotto@sjd-ssm.com
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• Estadística Bayesiana
• Bayesianos vs. Frecuentistas
• Ejemplo de razonamiento bayesiano
• Estimación estadística en SPM
• Implementación de opción Bayes

Sinopsis
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Teorema de Bayes

P(par½dat) = P(dat½par) P(par) / P(dat)

�3���G�D�W�����H�V���X�Q�D
�V�L�P�S�O�H���F�R�Q�V�W�D�Q�W�H

�3�D �S�R�V�W�H�U�L�R�U�Lµ �I�Y�H�U�R�V�L�P�L�O�L�W�X�G�[ �3�D �S�U�L�R�U�L

P (dat½q) es la probabilidad clásica

P(A½B)

P(A|B) se puede interpretar como, tomando los mundos en los que B se 
cumple, la fracción en los que también se cumple A. 
(http://es.wikipedia.org/wiki/Probabilidad_condicionada)

P_a_priori es la probabilidad asociada a los parámetros que se conoce 
previamente.

P_a_posteriori es la probabilidad de obtener cierto parámetro cuando se han 
encontrado ciertos datos

f_verosimilitud es la probabilidad de encontrar los datos dado cierto
parámetro y describe los datos encontrados cuando se ha considerado un 
modelo con ciertos parámetros

Como P(dat|theta) es la probabilidad clásica, podemos ver al Teorema de 
Bayes como una corrección de la probabilidad clásica que incluye
información sobre la información previa P(par) que se tiene sobre el modelo.
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Bayesianos vs. Frecuentistas

real, pero desconocidaabstracción, algunos valores 
más creíbles

media

centrado en la mediacentrado cerca de la mediaintervalo conf.

rep. gráfica

95% de los intervalos similares 
contendrán la media real

hay una P de 95% de que el 
intervalo contenga la media

Enunciado

No hay distribución para la 
media (es un valor fijo)

la media presenta una 
distribución, afectada por

conocimientos previos

distribución
resultante

frecuencia esperada a largo 
plazo (datos)

grado de certeza (parámetros)probabilidad
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El enfoque bayesiano permite definir la probabilidad de que el intervalo
resultante contenga la media.

En cambio, el enfoque frecuentista sólo puede dar la proporción de 
intervalos que contendrán la media real cuando cada uno de estos se 
construye con una muestra aleatoria diferente y considerando varias
repeticiones del muestreo.

Más información en, por ejemplo: 
http://www.statisticalengineering.com/frequentists_and_bayesians.htm



5

Ejemplo: razonamiento bayesiano
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Existen varios estudios que indican que solamente un 15% de los doctores 
obtienen la respuesta correcta para este problema.

http://yudkowsky.net/rational/bayes
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Ejemplo: razonamiento bayesiano
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Este es un ejemplo de cómo el acercamiento metódico inherente al método
bayesiano nos ayuda a conceptualizar las conclusiones estadísticas de un 
problema determinado. Adicionalmente, este método permite la inclusión de 
información previa.
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Bayes: representación gráfica

func. verosimilitud: p(y|q) = N(Md, l d
-1)

Prob. a priori: p(q) = N(Mp, l p
-1)

Prob. a posteriori: p(q|y) 
ðp(y|q)* p(q) = N(Mpost, l post
-1)

l post = l d + l p Mpost =  l d   Md + l p Mp
l post

precisión l = 1/s2

Mpriori

l priori
-1

Mpost

l post
-1 

l ver
-1

Mver
q
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Como vemos en la figura, la probabilidad a posteriori (rojo) queda definida 
en base a la probabilidad a priori (verde) y la probabilidad clásica (azul) que 
describe la distribución de los datos en nuestro experimento. 

En este caso en particular las distribuciones son normales pero el caso 
general presentará una construcción similar.

La diferencia en posición y anchura entre la probabilidad a posteriori y la 
probabilidad clásica ejemplifica el impacto que tiene incluir información a 
priori en un análisis.
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Estimación estadística
en SPM

Clásica:

• ¿Con qué frecuencia encontraríamos estos 

datos si no se hubiera dado la activación?

Bayesiana:

• ¿Cuál es la probabilidad de obtener estos 

parámetros, dados los datos obtenidos?

Estimación Bayesiana: a diferencia de la clásica, corresponde a lo que 
queremos saber en un experimento.

La comparación entre los dos métodos se puede establecer en los 
siguientes términos:

Estimación Clásica: enunciados probabilísticos acerca de los datos, dado un 
modelo arbitrario (hipótesis nula).

Estimación Bayesiana: enunciados probabilísticos sobre los parámetros de 
un modelo cualquiera, dados los datos.
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Estimación estadística
en SPM

Clásica:

P(datos obs.|H0)

H0 = hipótesis nula

efecto experimental

�ß= 0
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�ß: parámetro que especifica la contribución, a los datos observados, de las
columnas de la matriz de diseño experimental.

Con la estimación clásica NO podemos inferir que una causa NO produce 
una respuesta.

En el caso de SPM, el uso de la estadística clásica equivale a utilizar la 
estadística bayesiana cuando no se tiene información a priori y limitándonos
a comprobar la falsedad de un único modelo: la hipótesis nula.
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Estimación estadística
en SPM

Clásica:
P(datos obs.|�ß=0) ó P(dat½par)

Bayesiana:

P(�ß|datos obs.) ó P(par½dat)

P(par½dat) µ P(dat½par) x P(par)

Pa posteriori µ fverosimilitud x Pa priori

P.P.M. µ S.P.M. x información previa

�Y�µ�[�H�O �D���Y�µ�[�H�O
�S�U�R�G�X�F�H���X�Q������
�¯�6�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O��
�3�D�U�D�P�H�W�U�L�F��
�0�D�S�° ���6���3���0����

��6�� ����6��
���������	�
; �3�R�V�W�H�U�L�R�U��
�3�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\��
�0�D�S�° ���3���3���0����

El P.P.M. (Mapa de Probabilidad a Posteriori) es equivalente a un S.P.M. 
(Mapa Paramétrico Estadístico) al que se le añade información previa.

Uno de los problemas del S.P.M. es que la probabilidad P, calculada para 
un vóxel cualquiera, cambia su valor al cambiar la región de estudio que 
contiene al vóxel. En cambio, un P.P.M. presenta la misma probabilidad por 
vóxel independientemente del tamaño de la región considerada.

El S.P.M. también es problemático pues al incrementar el tamaño de la 
muestra (más sesiones o más sujetos) aumenta también la probabilidad de 
que un efecto pequeño sobreviva.

Más información: Classical and Bayesian inference. Capítulo 17. Human
Brain Function 2da edición.

En P.P.M. podemos definir un umbral que determine qué voxels tienen
efectos relevantes.

En cambio, con S.P.M. puede pasar 1) que un vóxel sobreviva al umbral por
presentar un efecto relevante con varianza considerable o 2) que el vóxel
que sobrevive presente un efecto pequeño con poca varianza.

Así mismo, la inferencia bayesiana es más específica que la clasica, 
siempre y cuando la información a priori no tenga una varianza demasiado
grande.
http://www.fil.ion.ucl.ac.uk/spm/doc/mfd/2007/MfDweb.htm
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Estimación estadística
en SPM

¿Cómo incluimos la información previa en SPM?

SPM utiliza simplificaciones del método bayesiano para P.P.M.

Por ejemplo, en el Método Bayes Variacional se obtienen
restricciones a priori al requerir la suavidad de la activación

���� ��6��

���������� �����	������6��
 �����	�


El método bayesiano completo requiere tanto esfuerzo de cómputo que es 
inviable.

Por lo anterior, SPM utiliza simplifiaciones del método bayesiano, tanto para 
la inferencia de 1er nivel como para la de 2do.



12

Estimación estadística
en SPM

¿Cómo incluimos la información previa en SPM?

SPM utiliza simplificaciones del método bayesiano para P.P.M.
Otro ejemplo: en el Método Bayesiano Empírico la información
a priori es estimada a partir del conjunto de voxels:
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El método utilizado por SPM en la estimación de 2do nivel es bayesiano, 
pero es una versión simplificada: el Método Bayesiano Empírico. La 
información a priori que restringe los valores �ßpara cada vóxel proviene de 
considerar la activación en cuestión para todo el conjunto de voxels. 
Podemos decir también que la variación de una determinada �ß, tomando en 
cuenta todos los voxels, puede ser usada como la varianza (ancho) de la 
distribución a priori para cada vóxel. O, en otras palabras, que la variación
del promedio de los efectos de todos los vóxeles se útiliza como la 
distribución a priori para cada uno de ellos.
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Bayes en SPM

Posibilidades de estimación en SPM5:

• Clásica, 1er y 2do nivel

• Bayesiana 1er nivel (Bayes Variacional)

• Bayesiana 2do nivel (Bayes Empírico)

De la Ayuda del software y Manual de SPM: 

En SPM existen tres procedimientos de estimación para modelos fMRI: 

1) Estimación clásica de modelos de 1er o 2do nivel

2) Estimación Bayesiana de modelos de 1er nivel (Bayes Variacional)

3) Estimación Bayesiana de modelos de 2do nivel (Bayes Empírico)

Para usar la opción 3) “Bayesian 2nd-level” el modelo debe haber sido 
estimado previamente con la opción “Classical” (versión ReML).

La opción 2) “Bayesian 1st-level” puede ser utilizada directamente, sobre 
imágenes no suavizadas . (El análisis bayesiano estima, a partir de los 
datos, la información que se utiliza para calcular la probabilidad a priori. Esto 
gracias a la suposición de que la señal posee cierta regularidad en el 
espacio. De esta manera el suavizado no es necesario.)
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Bayes en SPM: 1er nivel

Dada la larga duración de los análisis con la opción Bayes, una opción
recomendable es analizar sólo una fracción de las láminas (slices) de 
nuestras imágenes. Esto es posible cuando hemos detectado previamente
las regiones de activación (gracias a la bibliografía o a un análisis previo con 
estadística clásica). La selección de imágenes es posible al optar por Slices
en vez de Volume dentro del apartado Analysis Space.
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Umbral de tamaño de efecto

P(q > g | y) = 0.95

Umbral g 

Un valor 4.75 
z efecto 1%
se denota PPM4.75

g

q

��	�������
�����
��  � ��35 q��
+�������������  �� q�
+���������

������ �� q53�

Para construir un P.P.M. definimos una prueba que decide qué vóxeles
presentan activación. Esta prueba consiste en calcular para cada uno de 
ellos la probabilidad de sobrepasar un cierto nivel de activación (gamma). 
Dicha probabilidad queda ilustrada por el área bajo la curva en la figura.

Este umbral, llamado de tamaño de efecto se especifica en términos de la 
escala de la función base (HRF). Típicamente, el pico de HRF toma como 
valor 0.21. El valor umbral correspondiente al 1% es 1/0.21 = 4.75 (Capítulo
29. Sección 29.4.3. Manual de SPM5.)

Nota: En contradicción con lo anterior, en la sección 28.4.3 sobre inferencia
se dice que el effect size threshold es simplemente el porcentaje de la 
activación media de todo el volumen, sin importar la escala típica de 
activación. 
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Umbral de probabilidad

P(q > g | y) �80.95

Umbral en P

El P.P.M. presentará sólo los voxels
para los que P es mayor a 95%

+"� �8&�'8 + <=�&�'8

q

g

q

g

Para cada vóxel se tiene una probabilidad acumulada sobre un cierto
parámetro gamma, que identificamos como el área bajo la distribución P(q).

Como vemos en la figura, hay vóxeles que cumplen con la condición
impuesta de sobrepasar, por ejemplo, el 95% de probabilidad (izquierda) y 
vóxeles que no la cumplen (derecha). En el mapa final se asignan colores 
únicamente a los vóxeles que presentan activación.
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S.P.M vs. P.P.M. fMRI, 1er nivel

Como vemos en las imágenes, las activaciones dadas tanto por Bayes 
como por el método clásico, son aproximadamente iguales. No debemos
perder de vista que aquí se comparan dos tipos de estadística que poseen
distintos tipos de umbrales, por lo que no es posible decir, por ejemplo, si 
uno es más eficiente que el otro. En otras palabras, no existe una 
transformación que nos diga algo así como “un umbral en p del 95% para el 
caso bayesiano corresponde a un umbral T dado en el caso clásico”. La 
comparación en base a estas imágenes es arbitraria y por lo tanto no es una 
muestra de superioridad de ninguno de los métodos.

Aunque en esta diapositiva vemos que el mapa generado con estadística 
bayesiana, el P.P.M., presenta una activación que no aparece en el SPM, 
ésta es una excepción, así que no debemos quedarnos con la idea de que 
el método bayesiano puede descubrir activaciones que no aparecen con el 
método clásico.
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Bayes en SPM: 2do nivel

De la Ayuda de SPM5 para la opcion “Bayesian 2nd-level”:

Bayesian estimation of 2nd level models.

Use of the global shrinkage prior embodies a prior belief that, on average 
over all voxels, there is no net experimental effect. Some voxels will respond
negatively and some positively with a variability determined by the prior 
precision. This prior precision can be estimated from the data using
Empirical Bayes.
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S.P.M vs. P.P.M. fMRI, 2do nivel

Una gran ventaja de los mapas de probabilidad a priori (P.P.M.) es que su
interpretación cobra un sentido fisiológico, de fácil interpretación, al 
considerar que el umbral de tamaño de effecto (0.22 en la imagen) es el 
límite inferior que podemos determinar para el porcentaje de activación (en 
comparación con el tamaño típico de la señal).

En cambio, en el caso de los mapas estadísticos paramétricos (S.P.M.) la 
interpretación es menos intuitiva: las “activaciones” corresponden a regiones
en las que podemos decir que la hipótesis nula es poco probable (la 
hipótesis nula dice que los estímulos utilizados no causan activación
alguna).
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Limitaciones
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La opción Bayes es inviable como método habitual debido a su alto coste
computacional. Sin embargo, es aconsejable utilizarla una vez hayamos
terminado el análisis clásico y así poder generar un reporte más accesible
que incluya la probabilidad bayesiana.

La estadística bayesiana proporciona, de manera natural, lo que podría ser 
un estándar en la presentación de resultados. Desgraciadamente, existe
una fuerte inercia que nos lleva a expresar los resultados con la 
terminología clásica aún sabiendo de la problemática que ésta conlleva.

Es importante reconocer que el análisis bayesiano normalmente no 
incrementa nuestro conocimiento sobre un experimento dado. En otras
palabras, las activaciones no serán más intensas que las dadas por el 
método clásico. Sus grandes ventajas son el tener una interpretación más
intuitiva y la posibilidad de incluir información previa sobre los parámetros a 
estudiar.
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